2.3. MODELAREA PE BAZA ANALIZEI FENOMENOLOGICE

Modelarea comportdrii dinamice pe baza analizei fenomenologice presupune ca pe baza unor
rezultate experimentale partiale, sa se poatd determina alte valori, fie prin interpolarea precedentelor, fie
prin testarea cu ajutorul unor programe de calcul specializate, a unor functii si expresii globale, care din
punct de vedere al modelelor fizice, s-ar apropia de comportarea dinamica a servosistemului supus
analizei. Etapa este insotitd de determinarea, compararea si ajustarea modelului matematic propus initial
pentru modelul fizic.

Ca metode de interpolare sau de determinare a modelelor matematice, care aproximeaza cel mai
bine unele date determinate experimental, se pot enumera:
-utilizarea polinomului de interpolare Lagrange, care constd in a determina ordonata unui punct
experimental, pentru o valoare propusa pentru abscisa, valoare obtinutd prin interpolare, cu ajutorul unei

relatii de forma:
n Wi
Z it
_ 1

Z—X,
L= — (2.16)
Zl:z_xi

unde: z-valoarea propusa pentru abscisa punctului, stabilitd prin interpolarea punctelor determinate
experimental; xi-abscisele punctelor determinate experimental; wi-functia de intepolare; yi-ordonatele
punctelor determinate experimental;

-utilizarea polinomului de aproximare prin metoda celor mai mici patrate de forma:

fx)=c, +cx +c,x” +..4c,x" (2.17)
-utilizarea functiilor de interpolare cubica, spline, de forma:
f)= ¢y +e(x—x e, (x = x) +. e, (x - x)". (2.18)

Metodele propuse, dupa cum se poate observa, utilizeaza valori ale unor puncte determinate pe
baza cercetarii experimentale a elementului sau servosistemului supus analizei si completeaza aceste
puncte cu altele, determinate analitic pe baza precedentelor.

2.4. ANALIZA SEMNALELOR.TRANSFORMATA FOURIER

In general in tehnica servoactionarilor utilizate in constructia robotilor si manipulatoarelor,
elementele componente se reprezintd sub forma cuadripolilor cu diporti de intrare-iesire a semnalului,
bine precizate. Oscilatia aplicata la bornele de intrare este denumita de obicei semnal, iar cea de la iesire
este raspunsul circuitului sau componentei servosistemului, la semnalul aplicat. Raspunsul componentei
i a servosistemului constituie semnal pentru componenta urmatoare, i+/.

Marimile de intrare (semnale) si cele de iesire (rAspunsuri), pot fi exprimabile functie de timp sau
functie de una sau mai multe coordonate generalizate. Functie de aceasta, semnalele pot fi deterministe
sau Intamplatoare.

Un semnal este determinist daca este exprimabil functie de timp, x(t); semnalul sinusoidal este
determinist pentru ca se poate scrie :

x(t)=Asin(ot+ @)
presupunand amplitudinea 4, frecventa unghiulard  si faza initiala ¢ ca marimi constante.

Semnalul determinist poate fi calculat pentru orice moment ¢, fiind previzibil pe un interval de
timp nelimitat.

Un semnal intamplator nu poate fi exprimat functie de timp si nu este previzibil.

Semnalele pot fi continue sau discontinue si aceasta indiferent de faptul daca sunt deterministe
sau aleatoare. Discontinuitatile sunt efectul evolutiei procesului fizic reprodus de semnal, sau sunt
introduse in mod artificial in constructia servosistemului, in vederea prelucrarii convenabile a
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semnalului. In fig.2.2 este aratat un semnal continuu, iar in fig.2.3 un semnal discontinuu, determinat de
nivelurile discrete x1,x2,....x»; acesta din urma poate fi obtinut printr-o operatie de cuantizare a semnalului

continuu anterior.
A

- - |
.

\ \
Fig.2.2 Functia continud Fig.2.3 Functia cuantizata Fig.2.4 Functia esantionata

Y

Uneori este util (vezi fig.2.4) ca discretizarea sa se faca pe axa timpului in sensul ca semnalul
continuu sa fie reprezentat printr-o succesiune de valori, considerate la momente distincte; aceste valori
reprezintd esantioane ale semnalului continuu. Facand cuantizarea nivelurilor semnalului si esantionarea
pe axa timpului, se obtine semnalul diAn fig.2.5.

-
|

Fig.2.5 Funtia esantionata si cuantizata

Cuantizarea este avantajoasa deoarece permite reprezentarea chiar si aproximativa, a semnalului
continuu printr-un numar limitat de niveluri diferite. Aceste niveluri pot fi reprezentate codificat, fapt
care conduce la formarea semnalelor numerice (cifrice sau digitale ) din ce in ce mai intens folosite.

O alta clasificare a semnalelor se refera la faptul daca acestea sunt modulate sau nu. Modulatia
presupune existenta unei oscilatii purtatoare de frecventd mai mica, cu parametrii influentati direct de
semnalul modulator. In tehnica analizei comportarii dinamice a servosistemelor intalnim frecvent astfel
de semnale modulate.

Analiza unui semnal x(?) consta n echivalarea sa printr-o suma de semnale elementare de forma:

x=Ya, £, (2.19)

in care a, sunt coeficientii, iar f,(#)- expresiile analitice ale semnalelor elementare. Evident, este bine
ca functiile £, (¢) sa fie reprezentabile analitic intr-un mod cat mai simplu. Relatia (2.19) este deosebit de
importanta in cazul circuitelor liniare, la care este aplicabilad teorema superpozitiei. Daca y(?) si ¢(?) sunt
raspunsurile elementului sau servosistemului liniar, sau considerat liniarizat pe portiuni, la semnalele
x(?), f,(t) atunci se poate scrie:

y(O=2a, 9,0 (2.20)

n=0

Se observa ca raspunsul la semnalul x(?) se deduce prin Insumarea raspunsurilor partiale, obtinute
pentru semnalele elementare £, (f); de reguld rdspunsurile partiale sunt calculate fard dificultati prea mari.
Analiza semnalului constd in determinarea coeficientilor a,, atunci cand este dat semnalul x(z) si cand
este precizat setul de functii f,(¢). Alegand setul de functii f,(¢), astfel incat el sa se bucure de
proprietatea de ortogonalitate, se stabilesc relatii simple pentru calculul coeficientilor a, .

Intre doua functii ortogonale, se stabileste relatia integrala:

19



to+T
[ £, £,()-dt = C*, daci m=n
to
0, daca m#n 2.21)
unde: 7 este un moment oarecare, 7 - domeniul de ortogonalitate, iar C - norma functiilor. Cand C=1

setul de functii este ortonormat.
Daca una dintre functii este o constantd A, atunci din conditia de ortogonalitate:

I A- Adt = C?, rezulta valoarea constantei A

C
A=—.
JT

Inmultind ambii membrii ai egalitatii (2.19) cu functia £, (¢) si apoi integrand an intervalul de
ortogonalitate, rezulta:

[ %) f,(0)-dt =Y a, £, (0 f,(0)dt = Y a, - £,(O) £, ()t .

n=0 n=0
Tinand seama de conditia de ortogonalitate, se obtine formula:
1
4= j x(t) f, (t)dt . (2.22)

Se presupune ca ar exista o alta dezvoltare:
N
xl(t): Z bn .fn(t)
n=0

constituitd cu alti coeficienti b, , dar cu acelasi set de functii f,(f). Eroarea medie patratica de aproximare,
marime pozitiva, sau cel putin nula, este:
N
D= [x(t)- )b/, (t)}dt 2 0.
n=0
Dupa dezvoltarea parantezei si tindnd cont de conditia de ortogonalitate a functiilor f (?), se
gaseste eroarea:
2 2 S 2 c 2 2 2 c 2 2 c 2
D=[ »(t)di-2C Z;anbn +C Z(;bn =| X@di-c Z;an +C Z;(b,, “a) (2.23)
Se observa ca eroarea medie patratica este minima in raport cu alegerea coeficientilor b, , atunci

cand b, =a,, deci cand coeficientii dezvoltarii semnalului x(#) sunt calculati cu formula (2.22). Deoarece
D>0, se deduce inegalitatea Bessel:
N
2 2 2
C Zoa < X (b)dt (2.24)
Daca N—oc, inegalitatea Bessel conduce la egalitatea lui Parseval:
N
2 2 2
C Z;a = j X (bt (2.25)

Totalitatea coeficientilor a,, eventual reprezentati pe o axa, constituie spectrul semnalului, iar
coeficientii insisi sunt amplitudinile componentelor spectrale.

Din egalitatea Parseval se deduce ca membrul drept este energia semnalului si se calculeaza prin
insumare spectrala: fiecare componenta da o contributie energetica proportionala cu patratul amplitudinii
sale.

Puterea semnalului mediata pe intreg intervalul de ortogonalitate 7 este egala cu:
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1 5 cy o,
- j x (t)dz_7;an (2.26)

Din relatia (2.26) se determind cel mai important parametru cantitativ al comportarii dinamice,
valoarea eficace a semnalului (rddacina mediei patratice), RMS (root mean square), care contine
informatii privind energia oscilatiei semnalului:

1
Yaus =7 j X ()t (2.27)

si care tine cont de desfasurarea in timp a oscilatiei si creste odatd cu energia acesteia, fiind deci o masura
pentru analiza oscilatiei. In general la frecvente joase se recomandi masurarea deplasarilor sau a
vitezelor, iar la frecvente inalte, masurarea acceleratiilor.

Aceasta se datoreste atat limitarii raspunsului in frecventd al aparatelor de masurd cat si
deplasare masurabila, sunt necesare forte foarte mari.

Valoarea medie, pe de alta parte, sau valoarea medie absoluta (rectificata):

— [ xtoja (2.28)

tine cont de desfasurarea in timp a oscilatiei, dar este considerata de interes practic restrans, deoarece nu
are legatura directd cu nici o marime fizicd utila. Se recomanda deci, masurarea valorii eficace.

|x

mediu

A . . o .. . . 2 .2
In cazul analizei Fourier bazati pe functiile trigonometrice cosn<¢,sinn>’, care au norma
T T

c> = I se scrie:
2

x(t)=C, + iCn cos(nat) + iSn sin(nat) (2.29)

n=1 n=1
Si:
C, = 2 J- x(t) cos(not)dt
T

S = %Ix(t) sin(nwt)dt (2.30)

N2
C, == j x(¢)dt
T
Analiza Fourier a semnalelor periodice consta in a scrie relatia:

x(1) = Cy+ Y C, cos(nar) +)_ S, sin(nar) (2.31)
n=1 n=1
care reprezinta forma trigonometrica a seriei Fourier.
Relatia (2.31) mai poate fi scrisa si sub forma:

x(H)= A4, + z A, cos(nart + ¢, )unde:
i (2.32)
2 2 2 S
A - =C +S§, .0, = —arctgc”

n

care reprezinta forma armonica a seriei Fourier.
Relatia (2.32) se mai poate scrie:

x(#)= %Z A, e (2.33)
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care reprezinta forma complexa sau exponentiala a seriei Fourier.
Pentru semnalul periodic, se scrie seria Fourier:

x(0)= %i A, .e"” (2.34)
unde amplitudinile sunt date de formula : h
4,, = % j x(De (2.35)
Introducand relatia (2.35) in relatia (2.34) se obtine:
X, () = Z:l%[f fx(t)e*-f"wfdt]ef"w’ _ ig[ [ ilzx(t)e’j”“’tdt]e-’”‘”’co (2.36)

Relatia devine:

x(t) = LI tzej“”[lfzx(t)e’f"”dt]da) (2.37)
272- t1
Se noteaza:
X(jo) = " x(t)e ™ dr (2.38)
si rezulta:
() = | X (jw)e' " do (2.39)
2w

Functia X(j @) este transformata Fourier a semnalului x(?), si este denumita uneori functie spectrala
sau densitate spectrala de amplitudine complexa.
Densitatea spectrald de amplitudine, este in general o functie complexa. Deoarece semnalul este
exprimat printr-o functie reala x(z), se poate scrie:
X(jm)=A(m)-B(®) (2.40)
cu notatiile:

Aw) = | fzx(z)cos otdt (2.41)

B@)=[ ~x(0)sinordr
Modulul si argumentul transformatei Fourier:

|X(ja)| =[A(w)+B(®)]"”,w)= —arctg B(e)

A(w)

(2.42)

2.5.FUNCTII DE TRANSFER. TRANSFORMATA DIRECTA SI INVERSA LAPLACE

Transformata Laplace este un mijloc de solutionare a ecuatiilor diferentiale prin transformarea
ecuatiilor diferentiale in ecuatii algebrice. Transformata Laplace transforma o problemd din domeniul
real al timpului, in domeniul variabilei complexe s, unde s este operatorul Laplace.

O functie reala f(?) de o variabila reala >0 , admite o transformata Laplace definita de relatia:

LfO)=F(s)=lim [ f(o)e™ds (2.43)

Pentru trecerea din domeniul complex in domeniul real, se foloseste transformata inversa Laplace
definita de integrala:

L [F(s>]=f<t):2i7g. [ FGseras 248

Transformata Laplace a unor marimi de intrare:
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Transformata Laplace a unor functii uzuale:
-transformata Laplace a unei functii de tip diferentiala de ordinul n este:

d"x
SO)= o

LLAD)]= s"x(s)

-tansformata Laplace a unei functii de tip integrala:

(1) = j x(t)dt

1 ==
-transformata Laplace a unei functii de tip exponential :
f(t)=ke™
k
LI f(D)]=
S+ o
-transformata Laplace a functiei de tip sinus:
f(6)=sin ft
LA <2

s*+
-transformata Laplace a functiei de tip cosinus:

f(H)=cos ft

LLAO)= j ;
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Prin trecerea din domeniul complex (planul Laplace) in domeniul real, se poate determina functia
indiciala. Functia indiciala reprezinta functia care exprima variatia in timp a raspunsului unui element
sau servosistem pentru o anumita marime de intrare. Reprezentarea grafica a functiei indiciale se numeste
caracteristica indiciala.

Cu ajutorul caracteristicilor indiciale pot fi determinati parametrii si performantele comportarii
dinamice a elementelor si servosistemelor.

In scopul determinarii performantelor globale ale unui servosistem este necesara determinarea
functiilor de transfer pe elementele componente ale acestuia.

Functia de transfer a unui element sau servosistem este determinatd de raportul dintre
transformata Laplace a marimii de iesire si transformata Laplace a marimii de intrare.

Se considera servosistemul definit de schema bloc din fig.2.6.

o

Bl

A 4
\4

Fig.2.6 Schema bloc a unui servosistem

Pe baza algebrei functiilor de transfer se determind marimea de iesire:
[(—eH)H \H, - pHy|H, = e

e(s) = H\H,H, i(s)— H.H, p(s) (2.50)
1+ H.H,H,H, |+ H.H,H H,
e(s) = H,(s)i(s) — H ,(s) p(s)
pentru marimi de intrare de tip treapta, se obtine:
e(s):Hi(s)~£—Hp(S)-£ (2.51)
s s

unde: k7 si k2 sunt marimile de intrare.
Functia indiciald se determind aplicind transformata inversa Laplace expresiei precedente:

(0= L H() L9 2] 252
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