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MODELAREA MATEMATICA A SISTEMELOR

Modelul matematic al unui sistem automat este constituit dintr-un ansamblu de ecuatii algebrice
si diferentiale, care exprima cel mai fidel variatia in timp a unei marimi de iesire, functie de o anumita
marime de intrare.

Pentru obtinerea modelului matematic trebuie parcurse urmatoarele etape:

-se descompune sistemul dinamic in componentele de baza, sau in elemente a caror modelare este mai
simplu de efectuat, incercandu-se echivalarea acestora cu elemente liniare sau liniarizabile pe portiuni;
-se scriu relatiile caracteristice ale fiecdruia din aceste elemente dinamice, cautdndu-se a se exprima
matematic cat mai fidel, fenomenele fizice care guverneaza comportarea dinamica a acestora;

-se scriu relatiile privind conexiunile dintre elementele dinamice, care rezulta din Insasi etapa anterioara.

Din ansamblul relatiilor determinate anterior, se incearca a se obtine o ecuatie unica, intre
marimea de intrare si marimea de iesire, ecuatie liniard sau liniarizabila pe portiuni, cand se poate
considera elementul sau sistemul ca fiind de tip dipol.

Modelul matematic exprimat sintetic sub forma unei singure ecuatii va avea forma:

d"e de d"i di .
b, +ootb, —+be=a, — +..+a, —+a,i 2.1)
dt" dt dt" dt
unde: e este marimea de iesire, iar i - marimea de intrare.

2.1. LINIARIZAREA MODELELOR MATEMATICE

Majoritatea sistemelor dinamice reale conduc la modele matematice neliniare. Experimental,
sistemele neliniare pot fi usor deosebite de cele liniare, prin determinarea raspunsului la dublarea
semnalului de intrare, la excitarea cu un semnal de tip treptd. Dacd amplitudinea semnalului de iesire nu
se dubleaza ci capata o valoare oarecare, servosistemul este neliniar. Liniarizarea modelului matematic
cuprinde: -liniarizarea modelului matematic al fiecarei componente prin dezvoltare in serie Taylor, sau
liniarizarea pe portiuni, in jurul unor puncte de functionare, cu introducerea coeficientilor de corectie; -
asimilarea unor modele matematice cu functii neliniare elementare uzitate, si liniarizareca acestora,
functie de tipul fiecareia. Cu cat domeniul de functionare ales pentru liniarizare este mai mic cu atat
aproximarea este mai exacta.

Liniarizarea modelului matematic in jurul unor puncte de functionare

Se considera functia de doua variabile f{x,y), care trebuie liniarizata intr-un punct de functionare
cunoscut X;,V,. Se calculeaz derivata totald a functiei In punctul de functionare cunoscut:

dq d

d YV)=—— . dx +— . d 22
9= G, )
0 Y=Y
Daca se renunta la diferentiald, relatia (2.4) se rescrie astfel:
F(x,y)=k -x+k,-y (2.3)

unde: -F(x,y) este functia liniarizata, iar k; si k2 reprezinta coeficientii de liniarizare.
In scopul realizarii corectiei functiei liniarizate, pentru a se obtine aceeasi valoare in punctul de
functionare atat pentru functia initiala cat si pentru cea liniarizata, se introduc coeficientii de liniarizare,

* *
k, Jk,. Acesti coeficienti au expresiile:
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Fig.2.1 Liniarizarea functiilor pe portiuni

Liniarizarea modelului matematic prin dezvoltare in serie Taylor
Fiind data o functie f{x,y), care este continua si derivabila pe intervalul (a,b), conform dezvoltarii
in serie Taylor, se scrie:

Jx.p)= S (a,b)+%[f L (@b)x —aytf, (ab)y—b)l+

+2l![fx/(a bYx—a)+2 £, (ab)x —a)(x—b)+ £, (@b)y —b) T+

2.5
+%[(x—a)é +(y—b)é]”f(a,b)+Rn(a,b) 2

R(a,b)= " 1), [Cx - )— +Hy - b) ]””f([a +Ax—-a),b+Ay-b)]
unde 0<0<1
Daca 1n relatia (2.5) se Inlocuieste punctul curent cu originea, se obtine formula de dezvoltare in

serie Mac-Laurin. Daca se scrie dezvoltarea Mac Laurin, pentru 0 func‘;ie de o variabila, se obtine:

Je)= 10+ f (0)+ f ”(0)+ / "(0)+. + f " (0)+... (2.6)

Liniarizarea functiilor

O procedura simpla de liniarizare a unor functii a caror caracteristici se cunosc, constd in
aproximarea prin segmente de dreaptd sau liniarizarea pe portiuni definite.

Alegerea numadrului de puncte si a pantelor nu este unica.

Aproximarea printr-un polinom de forma:

_ 2 3 n
Px)=a,+ax+a,x" +a,x” +..a,x (2.7)
constd 1n determinarea coeficientilor polinomului din conditia ca printr-un numar de puncte x7,x2,x3,...Xx,

polinomul sd exprime cu exactitate valorile marimii de iesire. Din aceastd conditie rezultd un sistem de
n+1 ecuatii cu n+/ necunoscute, acestea fiind reprezentate de coeficientii polinomului.
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Este posibila aproximarea prin polinoame pe portiuni succesive, considerate in domeniul de
variatie al marimii de intrare. Un alt tip de aproximare este liniarizarea prin polinoame de tip exponential,
de forma:

P(x)=b,+be“" +b,e”" +be™" +..4+b e " (2.8)
care constd in determinarea coeficientilor b; si ai exponentilor ¢, prin luarea n considerare a unui numar
suficient de puncte pe curba descrisa de functia de aproximat.

Aproximarea prin expresii trigonometrice de forma:

P(x)= 2—0 + ¢, cos(x + ¢, )+c, cos(2x + @, )+...+¢c, cos(nx + @,) (2.9)

este uneori de preferat fata de aproximarea polinomiald de tip exponential.

Liniarizarea cu ajutorul functiilor transcedente de tip arctgx, arcthx, shx, functia lui Gauss, etc.,
este usor de facut, dar conduce uneori la expresii greu de utilizat in calcule.

Liniarizarea cu ajutorul unui polinom de polinoame de forma:

P()= Ay By(x)+ A, B+ Ay Py(X)+...+ A, B,(x) (2.10)

alegand polinoamele P(x) astfel incat sa fie satisfacute criteriile de exactitate a aproximarii.

Printre criteriile de exactitate se pot preciza:
-valoarea absoluta a abaterii y-f{x) sa fie inferioara unei limite ¢ fixate apriori:

- f)|<e 2.11)

-valoarea medie a abaterii sa fie nula:

b

[[y=fode=0 (2.12)
-media patratica a erorii sa fie inferioara limitei &:

b

1
—[y-f(]dx<e (2.13)
"b—a

Tipuri de functii neliniare si modul lor de liniarizare pe portiuni:
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2.2 REZOLVAREA CONVENTIONALA A MODELULUI MATEMATIC

Rezolvarea modelului matematic presupune rezolvarea efectiva, prin integrare, a ecuatiei
diferentiale exprimata sintetic prin relatia (2.1).

Pentru integrarea ecuatiei diferentiale se parcurg urmatoarele etape:
-se determina solufia ecuatiei omogene, prin rezolvarea ecuatiei caracteristice; ecuatia caracteristica
reprezintd membrul stang al relatiei (2.1); se rezolva apoi ecuatia neomogena, propunand pentru membrul

drept solutii particulare de forma rsspunsului fortat.



In studiul comportarii dinamice, solutia ecuatiei caracteristice, reprezinti partea naturali a
raspunsului si caracterizeaza functionarea servosistemului in regim tranzitoriu. Acest raspuns se mai
numeste si raspunsul liber al servosistemului.

Solutia va fi de forma:

n k

e, = > Ce" +> Ct''e" (2.14)
i=k+1 i=1

unde S;, reprezintd solutia ecuatiei caracteristice a servosistemului.

Solutia partiald a ecuatiei neomogene constituie partea fortata a raspunsului si caracterizeaza
functionarea sistemului in regim stationar, deoarece la atingerea acestui regim, partea naturald a
raspunsului, e;, se anuleaza. Pentru rezolvarea ecuatiei neomogene, se alege o solutie particulara generala,
functie de tipul functiei fortate, i(z).

Daca i(t) =k, se alege ca solutie particulard e, =c¢

Daci i(t)=kt*, se alege ca solutie particulara e, = c,t’ +et+c,

Daci i(t)=k sin at, se alege ca solutie particulard e, = ¢, sinarf + ¢, cos @t

- . _ st . . - _ st
Daci i(t)=ke™ , se alege ca solutie particularad e s =ce .

Prin punerea conditiilor initiale si la limita, se determina coeficientii solutiei fortate.
Solutia finala va fi de forma:
e=e t+e,; (2.15)
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